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研究ノート
間接効用関数とその応用
神 保 郎
われわれは消費者行動の理論を述べる場合，一番標準的な方法は効用指標関数u(x)を
予算制約式 M2'.P1功+P岱叶・・・+Pr功=PXの下で最大にするには， どうすればよいか，
から出発する。ただしエは財ベクトル， M は貨幣所得， pは価格ベクトルであって，
各ベクトルは l次元ユークリッド空間の非負象限 R/に所属するものとする。解法はラ
グランジュ乗数法が採用される。すなわち Lをラグランジュ関数とすれば
L=u(x)+i(M-px) (1) 
とおき， Lを順次変数で偏微分をし，その結果をゼロと置く。ただし iはラグランジュ
乗数である。
aL au 
恥恥
aL 
=—-'P;~o ,~1. 2 •...• 1 l・
8入=M...:.px=O 
(2) 
となるのは衆知の事実である。ただ(2拭；を解く場合，われわれは 1つの重要な問題に直
面する。末知数の数と方程式の数は一致するけれども，それだけでは必ずしも非負解の存
在を保障するものではない。不動点定理を使った解存在の問題は市場均衡の場合だけでは
なく，ここでも直面しなければならないのである。また，非負解の存在が証明されたとし
ても，実際に，これら連立方程式を解く煩雑さである。経済統計の収集が進み，理論の実
証分析が盛んな現在にあっては，特にその感は強い。したがって消費者行動の理論に対す
る色々なアプローチが考えられたが，そのうちで最も有力なものの 1つとして間接効用
（指標）関数が考えられる。
1. 間接効用指標関数の構成
間接効用指標関数と区別する為に通常の効用指標関数を直接効用指標関数と呼ぶ事とし
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よう。間接効用指標関数は直接効用指標関数の dual(双対）である。 dualとは2つの体
系があって，その関数変数，バラメターなどが互いに一定の関係にあるものを指してい
る。直接効用指標関数では財ベクトル X が決定すべき変数で価格ベクトル Pと所得 M
p 
がパラメターとなっている。それに対して間接効用関数では q=―ーが変数で X がパラM 
メターとなっている。また関数 Uは非逓増であるのに対して，間接効用指標関数 Vは非
逓減となっている。 Uが quasi-concaveであるのに対し（〔1〕, 〔8〕）， あとで証明す
るように Vは quasi-convexである。 Vの関数の形が分っている場合には， ロワの恒等
式や包絡線定理を使って，間接効用指標関数や支出関数から匝ちに需要関数を導いたり，
生計費指数の理論的基礎を与えたりしうるのである。先づ変数を2つに限定し，直接効用
指標関数の無差別図表から議論を始めよう。図1は衆知の図表である。 ABは価格線であ
りx*で無差別曲線 12に接している。したがって x*は
ma,,x u(x), s.t. M-pや 0 (3) 
の解である。 maxは X に関して関数 U を最大にするのを意味しており， s.t. は sub-
ject to略であって制約条件を示したものセある。 x*は(3)式の最適解であるのは言うま
でもない。ここで横軸上の OAは所得の全てをふ財に消費した場合， ふ財のどれだ
けの量が購入しうるかを示したものであるから
OA= 
M 
P1 
となり，同じ理由から
ぶ
図 1
?
???
X, 
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OB=― M Pz 
となる。 さて制約条件式の両辺を Mで割り， q、P1 ・= M (i=l, 2, …, l)とおけば， .JC
は全く影響を受けないので(3試；は次のように変る。
max u(x), s.t. 1―qXLO (4) 
z 
したがって
1 1 M 
OA=-=-=一
qi か P1'
訂
1 M 
OB=-=―=-
qz か P2
M 
であるから，最適需要量 x*には全く変化は無い。 x*は(3拭；の解であるが同時に(4)式
の解にもなっているのである。次にラグランジュ法によって④式を解いて得た需要関数を
次のように表現しよう。
X;*=D;(q), i=l.-2, …, / (5) 
ここで x;*は最適解であるから， これを直接効用指標関数に代入すると制約条件の下
での最大効用指標水準が得られる。すなわち
u*=u(ふ＊，“丼，…，功＊）
=U 〔Di(q),Dz(q), . , D,(q)〕
=v(q) (6) 
これを間接効用指標関数と呼ぶ。
定義 1 
間接効用指標関数 v(q)とは v(q)={max u(x):1-qx~o. x~O} である。
ここで奇妙に思えるのは，ラグランジュ法で最適解を先づ得て始めて間接効用指標関数
が得られるように見える点である。しかし，以下で証明されるようにロワの恒等式や包絡
線定理を使えば，そのような事態は完全に回避できるのである。ここで先づ無差別曲線か
ら間接効用無差別曲線を描く方法を2次元の場合について考えて行く事としよう。図2は
第1象限は無差別図表であり，図 1と全く同じである。 ここで ABが価格線となるよう
な2財の価格水準の場合，消費者均衡点はエ！となっている。この価格線はAで横軸と交
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1 わる。 OAの長さはれ＝一ーとなっている。 Q1は所得 M で正規化された価格である。q, 
第4象限に描かれた曲線は直角双曲線で
q, 功=1 (7) 
1 となっている。 OAの座標であるふ＝―ーを(7)式の X1に代入すれば
Q1 
1 q,-=1 
Q1 
となって常に満足される。すなわち A から下に垂線を下し，直角双曲線と交わる点を
Cとすれば， Q1軸での座標は OAを成立させる価格を示している。 OBについても全く
1 平行に考えてゆく事が出来る。 OB=x2=―ー であり， この Q2の値は Bから水平に引
Q2 
いた直線 BDが直角双曲線とぶつかる点の Q2軸の値である。第1象限の無差別曲線 I
X, 
無差別図表
ー
ー
q, J 
I 
間接効用無差別図表
?
q, l 
図 2
x, 
?
182 
間接効用関数とその応用（神保） 183 
q, 
?
?
??
q, 
図 3
に接しながら，価格線を滑べらせて行けば，次ぎつぎと価格線はれ軸と X2軸と交わっ
て，これらに対応する第3象限の点ずを決めてゆく。これ等の点を結んだものが間接効
用無差別曲線］である。 これは， ある水準の効用指標を生み出す財貨の集合-―ーすなわ
ち無差別曲線に対応する規準化された価格の集合を示している。これが間接効用指標無差
別曲線である。 originalな無差別曲線が幾本もあるように間接効用指標無差別曲線も幾
本も描ける。それを取り出して示したのが図3である。すぐに理解しうるように， 所得
M が一定で，全て財貨の価格が騰貴すれば， 購入しうる財貨の量は減少する。消費理論
では non-satiationが仮定されているから，どの財貨の限界効用も strictlyにプラスで
ある。したがって財貨の最の減少は効用指標の減少を意味する。図3は通常の無差別曲線
と同じように見えるけれども原点に近いもの程， 指標水準は高くなっている。 したがっ
て，ここで間接効用関数の性質をまとめておくのも意味ある事であろう。
2. 間接効用指標関数の性質
関数 Vは次の 3つの性質を持っている。 (1) ql~q2 であるならば v(qり :s;;:v(qりとな
る。 q1'2.q_2となるのは所得M が一定で，価格ベクトルが pl2JJ2となるか，価格ベクト
ルが一定で所得が Aft:;:籾となる場合，或いは両者が同時に起った場合を含んでいる。
制約条件式
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Q1ふ十Q2X2::;:l
だけが，この影響を受ける。
(2) 全ての価格と所得が， 同時に 9倍<P>O)となったとしても qの値に変化はな
いから，間接効用指標関数は価格と所得に関して，ゼロ次同次関数である。
(3) v(q1)=v(qりであるならばり〔ctq坪 (1-ct)qり::=;:v(q1)=v(qりとなる。ただし
o:=;:a:=;:1である。すなわち間接効用指標関数は quasi-convexなのである。この関係は
q呈 ctq坪 (1-ct)q2
とおけば，図4で確めうるであろう。通常の無差別図表に慣された目にはこれが quasi-
concaveのように映るかも知れないが効用指標が増加する方向が全く逆な点を考えれば，
なとくが行くであろう。これは，やや複雑な証明が必要なので補助定理として，あげてお
~. 
'-?o 
補助定理
Uを間接効用指標関数とすれば v(q1)=v(qりであれば， v(q3)::::v(q1)=v(qりとなる。
0は quasi-convexである。
〔証明〕
v(q1)=v(qりよりも選好水準の劣る qの集合を w(qりとしよう。すなわち
w(q1)= {qlv(q):s:;:1.1(qり} (8) 
q, 
?
q, 
図 4
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Vが quasi-convexであるのを証明するには， q3が w(qりに所属するのが言えれば
よい。財貨ベクトル X と規準化された価格ベクトル qは全て l次元空間の非負象限
R+Iに所属するものとする。
XER+1, qER+1 
qt, q2, q3に対応する最適財貨ベクトルをそれぞれ x1,工釘 xaとする。そうすると qi
に対してぷは最適値となっていない。この事はぶが価格 qlの場合，購入できるのに
購入せず xtの方を選んだ事を示している。そうでなければぷは feasiblesetの外に
ある事になる。ここでは前者を先づ取り上げ，後者の場合が成立しないのを証明する。こ
の事から次の不等式が成立している事になる。
. q1x1Lq如
ただし qxはベクトル qとXの内積である。両辺に所得 M を乗ずると
plぶ"L]Jlx3
皿式から u(xり::C:u(x3)となる。この事から
v(q1):::C:v(qり
また同様に q2x22q2xaであるから
(9) 
um 
al) 
v(q2):::C:v(qり U2l
となる。 (8)式から q3が W に所属しているのが分る。だから(9)式， Ul式が必ず成立す
る事を示せば証明は完結する。ここでは背理法を使って証明する。 (9)式， (1)式が成立しな
いと仮定すれば
qlx3>qlxl=1 
q2x3>q2x呈 1
となる。 q呈 aq坪 (1-a)q2であるから両辺に xaを掛けて，その内積を作れば
q3X3=a,qlぷ+(1-a)q2ぷ
(13) 
(14)_ 
(15) 
となる。ところが(13)式と(14)式から(15)式の右辺は 1よりも大となるのが分る。すなわち
qが >1
これは制約条件を満さない。故に(9)式'(12)式が成立し， q3カ,wに所属するのが証明
された。 ロ
ここで重要な事は直接効用指標関数が quasi-concaveであるのを，一切，証明に使用
しなかった。それにもかかわらず，証明が可能であったのは(9)式とa2J式がレビィールド・
プリファレンスの弱公理と同じ情報を持っていたからである。ここまでくれば間接効用指
185 
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標関数が直接効用指標関数の dualであるのが明らかとなる。すなわち
max u(x), s.t. px::;;:M 
工
が通常の消費者行動の理論の場合であるのに対し，間接効用関数では
min v(q), s.t. qx:c;:1 
q 
⑯ 
(J7) 
となついるのである。無差別曲線はどちらの場合も原点に対して凸となり，制約条件式
は直線となっている。そして最適解は制約条件式と無差別曲線の接点で示めされる点は両
者とも全く同じである。 U7l式の制約式を dual価格線と名付ける事とする。
3. ロワの恒等式
間接効用指標関数が重要なのはロワの恒等式を使えば比較的簡単に需要関数を蒋ける点
である（〔10〕）。さて今までの間接効用指標関数は v(q)で表現されてきt -p こ。 q—一一M であ
るから， この変数 qを2つに分けて PとM にする事ができる。 これを次のように示
そう。
v(q)=11(p,M) (18) 
?
pi 
ふ
J, 
J, 
P, 
図 5
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ここで図示する為に M を一定と考えれば図5は図4と軸を測定する単位が違うだけの
ものとなる。］は間接効用無差別曲線である。また dual価格線の勾配は(18)式から
叩 1°+q2功0=1
両辺に M を掛ければ
P1ふ0+P2が=M
暉
(20) 
ここでパラメターは功a,ぷ介であって Pではない点に注意して欲しい。 したがって
dual価格線 ABの勾配は
?????
(21) 
である。右上に移動する程，低い水準の間接効用指標水準となるから， 08)式を考慮すれ
ば feasibleset△ OABの中で pOが XOの財貨需要をもたらす最適価格となっている。
この点で ABは間接効用無差別曲線の接線となっているから両者の勾配は等しい。無差
別曲線の方程式は 11(p,M)全微分を求めて，ゼロと置けば良いから
dv= 
釦釦
ap, 幽＋函幽=O
したがって
釦
dpz ap, =- -
dp, av 
apz 
となる。すなわち点 pOでは
釦
ふo ap, 
＝ x乳 av
8P2 
が成立しているのである。
av av 
ap, 8P2 
ふ゜
=----=-μ 
Xz ゜
(dM=O) (2) 
123) 
" 
(24) 
(25) 
とおけば
av 
8P1 
=-μ 功゜
av 
8P2 ー＝一μxz゜
?，．?
粉）
v(p, M)がゼロ次同次関数であるのを考慮して，オイラーの定理を使って展開すれば
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8リッa av 
P――- -18P1 +Pz 8P2 --M 8M 
となる。閲式を代入すれば
-μplふ°―,lp忍＝一μ(p因 +P四）
釦
=-μM=-M― 
したがって
μ=並aM 
となる。これを閲式に代入すれば
av 
8P1 
ふo=―釦
が＝
aM 
珈
8P2 
釦
aM 
8M 
切）
偲）
(29) 
となる。これがロワの恒等式である。間接効用関数リから，直接，需要関数功，石°が
導かれたのである。
定理1(ロワの恒等式）
間接効用指標関数 Iが微分可能であるならば，需要関数は
811(p, M) 
8P; 
“戸：D;(q)=- (i=l. 2, …， I) 
釦(p,M)
8M 
となる。
〔証明〕
⑱式をラグランジュ乗数法で解けば
釦(q)
aq; ―μx戸゜ i=1, 2, …， l l ~qむ=1 . 
である。μはラグランジュ乗数である。図式の各項に qiを掛け，合計すれば
188 
図
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ェav(q) ; aq; q; 一μェq;X;=OI 
⑱式の制約条件式は optimumでは不等号が等号となっているから
工Q;X;=l
そうすると
μ=エ
珈(q)
; 8q; 
Qj 
となる。閾式に閲式を代入すれば
釦(q) av(q) ＝エ8q; ; 8q; q;X; 
したがって
av(q) 
x,= 8q; 
ェ珈(q); 8q; q; 
i=l, 2, ・・, l 
また
伽(p,M) av(q) dq; 
aM ＝ェ一、8q; dM 
＝エ 珈(q) P1 、aq, (—砂
したがって
av(q) 
M =-伽(p,M) 竺1 aqi aM P1 
＝一珈 (P,M) 且aM q1 
工
珈(q)
q,=-M 
釦(p,M) 、aq, aM 
同様にして
釦(p,M) 8v(q) dq; av(q)・1 ＝一ap; 8q; dP; - 8q; M 
したがって
伽(q) 811(p, M) 
=M aq, ap, 
螂と(35)式をそれぞれ(3加Uの分母と分子に代入すると
189 
伽
(.32) 
閲
(.'l4) 
伽｝
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M 
釦(p,M) 
X;= 
珈
-M 釦(p,M)
8M 
釦(p,M) 
珈
釦(P,M) 
8M 
(36) 
?
これで，間接効用指標関数から，直ちに需要関数が得られたのである。
4. 包絡線定理と間接効用指標関数
間接効用関数を導くには，先ずラグランジュ乗数法を使って，需要関数を算出しておか
なけれどならないようであった。ここでは，その必要が全く無い事を証明する。先づ
max u(x, OJ), s.t. t/,(x, OJ)~O 
" 
(37) 
を考えよう。ここで 0 はパラメターを示すベクトルで直接効用指標関数の場合には価
格と所得である。これをラグランジュ法で解くにはラグランジュ関数
L(x, ,t m)=u(x, m)-,t¢(x, m) 閲
をつくり，変数 X とAで偏微分したものをゼロと置く事によって解が得られるので
あった。また次の3つの式が成立するのが知られている（〔8),第2章）。
(i) J.*~O 
(iii) .. は L(z, 入•. •J を転にする 1 
ここで評，ぶはてれぞれ最適値である。
(ii) -t*r/J(.li*, a,)=O (39) 
u*(ro)=u(x*, ro) 
とおけば， G9lの (ii)式から
u*(ro) =L(x*, ,'! ~) . (41) 
となる。ここで U*ゃLが 0 の関数と見れば， 直接効用指標関数のみならず，間接
(40) 
効用指標関数をもカバー出来るようになる。特にこの点に注意して欲しい。またパラメタ
ーを連続的に変化させてゆけば，包絡線が得られるのは言うまでもない（〔14)pp. 318-
20)。次に間接効用関数の問題を解く為にバラメターを変数と考えよう。 x*,れが最適値
となる 0 をw*とする。一方 x*,J.*はパラメターとして考えを進める。そうすると
u*(w*)=L(x*, ,1*, w*) 
となる。また
u*(w):;;:,;u(x*, w)+入*1/,(x*,q.1) 
となる。 (41)式より
190 
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(42) 
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Bu* BL 
函＊＝細*I x=x*, .l.=入＊
191 
を得る。ただし叩＊は a,*の第 i成分である。以上をまとめれば次の定理を得る。
定理2(包絡線定理）
x=x*, A=入＊である場合
au* aL ＝ aw;* aw;* 
すなわち
au* au十店旦
加＝蝕＊恥＊
となる。
以上からロワの恒等式が簡単に導けるのを示めそう。
aL 
＝一ap; 入X;
aL ＝ aM A 
であるから，包絡線定理より次の等式が成立する。
au* 
ap; -=一入＊幻＊
au* 
aM ＝入＊
したがってロワの恒等式は
au* 
x;*= 
ap; 
ー□
となって，直ちに導かれる。また，ここで U*=llとなるのが分るのである。
支出関数 E(p,u)とは， ある与えられた効用指標水準 aを達成するのに， 価格がパ
ラメターである場合，一番費用が安くなる支出額を示したものである。これをラグランジ
ュ関数で示せば
L=max (-px)+入〔u(x)-u〕
である。これを解けば
191 
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8L -=-x, ap; 
aL 
au . =-). 
となるから包絡線定理を適用して
aE 
=x* ap; 
aE 
-=入＊
珈
となる。したがって求めるべき補償（ヒックシアン）需要関数は
aE 
x*=-ap; 
となって簡単に求められるのである。
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